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ΚΩΝΣΤΑΝΤΙΝΟΣ ΜΟΥΤΣΟΠΟΥΛΟΣ 

ΕΠΙΚΟΥΡΟΣ ΚΑΘΗΓΗΤΗΣ 



1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΣΤΗ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ 

ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΤΗΣ ΚΙΝΗΣΗΣ ΡΕΥΣΤΩΝ 
 

1.1 ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ  
 

1.1.1.Εξισώσεις Navier-Stokes για την περίπτωση ασυµπίεστης 

ροής 
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u,v,w είναι η συνιστώσες της ταχύτητας κατά τις διευθύνσεις x,y,z αντίστοιχα. P  

είναι το πεδίο πίεσης, ρ  είναι η πυκνότητα, µ είναι το δυναµικό ιξώδες,t είναι ο 

χρόνος. f
r

 είναι το πεδίο των εξωτερικών δυνάµεων. 

 

 

1.1.2 Εξίσωση συνέχειας-διατήρησης της µάζας 

 

Η εξίσωση της συνέχειας µπορεί να γραφεί µε την παρακάτω µορφή: 
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Η παραπάνω εξίσωση µπορεί να γραφτεί χρησιµοποιώντας µε διανυσµατική µορφή: 
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Χρησιµοποιώντας τις συµβάσεις  Einstein: 
 

∂ρ
∂

∂ ρ
∂t

u

x

i

i

+ =
( )

0 

 

Για την περίπτωση ασυµπίεστης ροής (σταθερή πυκνότητα): 
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1.1.3.Ροϊκή συνάρτηση Ψ 

 

Για την περίπτωση δισδτάστατης ασυµπίεστης ροής ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις: 
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u,v όπου είναι οι συνιστώσες της ταχύτητας κατά τις διευθύνσεις x,y αντίστοιχα, Ψ 

είναι η ροϊκή συνάρτηση ή οι γραµµές ροής. 

 

 

1.1.4.Σχέσεις µεταξύ µερικής και ολικής παραγώγου 

 

Έστω Φ ένα µέγεθος το οποίο µπορεί να είναι βαθµωτό η διανυσµατικό. 
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παράγωγος (περιγραφή κατά Euler). Η σχέση µεταξύ τους δίνεται από την εξίσωση 
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Όπου t  είναι ο χρόνος και
r

U  είναι το πεδίο ταχύτητας 

 

 

1.1.5.Θεώρηµα µεταφοράς Reynolds 

 

Το θεώρηµα µεταφορά  Reynolds µπορεί να εκφραστεί µε µία από τις παρακάτω 

εκφράσεις: 
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όπου ∇ είναι ο τελεστής Nabla, V t( )  είναι ο όγκος ενός στοιχειώδους σωµατιδίου, S t( )  

είναι η επιφάνεια του στοιχειώδους σωµατιδίου. n
r

 είναι το µοναδιαίο διάνυσµα κάθετο 

σε µία επιφάνεια 

 

 

1.1.6.Χρήση Τελεστών στη Ρευστοµηχανική  
 

1.1.6.1 Βασικές εννοιες διανυσµατικής ανάλυσης 
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,, ) είναι τα µοναδιαία διανύσµατα ,παράλληλα στους 

άξονες   x, y, z, µε την αρχή τους  τοποθετηµένη στην αρχή των αξόνων. (Μοναδιαίο 

διάνυσµα ονοµάζεται το διάνυσµα µε µέτρο ίσο µε τη µονάδα). 

 

Τα βαθµωτά µεγέθη 
zyx AAA ,,  είναι οι συνιστώσες των διανυσµάτων κατά τις 

διευθύνσεις x, y, z (
111

,, zyx ) . 

 

1.1.6.2 Ορισµός τελεστών 

 

Ο τελεστής dgra
r

(βαθµίδα) εφαρµόζεται επί ενός βαθµωτού µεγέθους και ορίζεται σαν: 
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Ο τελεστής div (απόκλιση) εφαρµόζεται επί ενός διανυσµατικού µεγέθους και ορίζεται 

σαν: 
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 Ο τελεστής Νabla oρίζεται σαν:  zyx e
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Προφανώς ο τελεστής Νabla  είναι διάνυσµα. 

 

Ακολουθώντας τις συµβάσεις που είχαµε εισαγάγει: 
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Κατά συνέπεια ο τελεστής Φ∇ αντιστοιχεί στην βαθµίδα ή στην απόκλιση ανάλογα µε το 

αν ο Φ είναι βαθµωτό µέγεθος ή διάνυσµα. 

 



Ο τελεστής   Φ∇ 2
 ορίζεται σαν  Φ∇⋅∇=Φ∇ 2

 

 

Ακολουθώντας τις προηγούµενες συµβάσεις, βρίσκουµε ότι εάν ο τελεστής αυτός 

εφαρµοσθεί σε βαθµωτό µέγεθος ισούται µε: 
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Ο παραπάνω τελεστής ονοµάζεται και τελεστής Laplace. 

 

Όταν ο τελεστής  Φ∇ 2
  εφαρµόζεται σε ένα διάνυσµα ισούται µε:  

 

z

zzz

y

yyy

x

xxx e
z

A

y

A

x

A
e

z

A

y

A

x

A
e

z

A

y

A

x

A
AA

rrrrr
)()()(

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=⋅∇⋅∇=∇

 

 Ο παραπάνω τελεστής ονοµάζεται και τελεστής Stokes. 

 

 

 

7. Ορισµένα ολοκληρώµατα 
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8. Ειδικές συναρτήσεις 
 

Συνάρτηση λάθους 
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Συνάρτηση Bessel µηδενικής τάξης 
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1.2 ΑΝΑΛΥΤΙΚΕΣ ΛΥΣΕΙΣ ΤΗΣ ΕΞΙΣΩΣΗΣ 

NAVIER-STOKES 

 

1.2.1 ΜΟΝΙΜΗ ΡΟΗ ΑΝΑΜΕΣΑ ΣΕ ∆ΥΟ ΑΚΙΝΗΤΕΣ 

ΠΛΑΚΕΣ 

 

Εξετάζουµε µία µόνιµη ασυµπίεστη ροή ενός νευτώνειου ρευστού µεταξύ δύο 

επίπεδων παράλληλων πλακών, οι οποίες είναι ακίνητες. H απόσταση µεταξύ των 

πλακών ορίζεται σαν h. Ισχύουν οι παρακάτω συνθήκες: 

 

• Οι ταχύτητες είναι αρκετά µικρές ώστε οι δυνάµεις αδρανείας να θεωρούνται 

αµελητέες. 

• Oι εξωτερικές δυνάµεις f
r

 θεωρούνται αµελητέες. 

• Η ροή είναι παράλληλη  στον άξονα των x. Οι συνιστώσες της ταχύτητας 

κατά τους άξονες y και  z (v και w) είναι µηδενικές. 

• H πίεση και στα δύο άκρα της πλάκας θεωρείται γνωστή.   

• Το πλάτος της πλάκας κατά την διεύθυνση z είναι πολύ µεγάλο σε σχέση µε 

το  ύψος h. Kατά συνέπεια  οι µεταβολές κατά την διεύθυνση z θεωρούνται 

αµελητέες 

               

Ερωτήσεις 
 

4α) Γράψτε  τις οριακές συνθήκες για τη µεταβλητή  u ( συνιστώσα της ταχύτητας 

κατά   την διεύθυνση x ): 

   4αα) Για y=0 (στο σηµείο επαφής του ρευστού µε την κάτω πλάκα) 

   4αβ Για y=h (στο σηµείο επαφής του ρευστού µε την πάνω πλάκα) 

4β) Σε ποια απλοποιηµένη µορφή µπορούν να γραφούν οι εξισώσεις Navier-Stokes 

και η εξίσωση της συνέχειας για το συγκεκριµένο πρόβληµα;  

4γ) Ποιές από τις παρακάτω προτάσεις είναι αληθείς; 

 4γα-Η πίεση p είναι συνάρτηση µόνο του x. 

4γβ-Η πίεση p είναι συνάρτηση µόνο του y. 

  4γγ-Η συνιστώσα της ταχύτητας u είναι συνάρτηση µόνο του x. 

  4γδ- Η συνιστώσα της ταχύτητας u είναι συνάρτηση µόνο του y. 

  Aιτιολογείστε τις απαντήσεις σας παίρνοντας υπόψη σας την απάντηση σας στην 

ερώτηση 4β) 

4δ) Υπολογίστε την συνάρτηση η οποία περιγράφει  την συνιστώσα της ταχύτητας u .  

4ε) Υπολογίστε την παροχή η οποία διέρχεται από µία δεδοµένη διατοµή κάθετα στις 

δύο πλάκες 

4ζ) Περιγράψτε ένα πρακτικό πρόβληµα το οποίο να σχετίζεται µε διαχείριση 

υδατικών πόρων /µεταφορά ρύπων και το οποίο αντιστοιχεί στην παραπάνω ροή.  



 

1.2.2 ΕΡΠΟΥΣΑ ΡΟΗ ΠΡΟΚΑΛΟΥΜΕΝΗ ΑΠΟ ΚΙΝΗΣΗ 

ΡΕΥΣΤΟΥ ΣΕ ΗΜΙΑΠΕΙΡΟ ΜΕΣΟ 

 

Υποθέτουµε ότι έχουµε µία άπειρη επίπεδη πλάκα εµβαπτισµένη σ’ έναν 

άπειρο   χώρο ρευστού. 

 

 Αρχικά η πλάκα και το ρευστό είναι ακίνητα.  

 

Στο χρονικό σηµείο t=0 η  πλάκα αρχίζει και κινείται µε σταθερή ταχύτητα U 

πάνω στο επίπεδο της. Λόγω της συνθήκης µη ολίσθησης το ρευστό αρχίζει 

να κινείται.    

    Οι ταχύτητες είναι αρκετά µικρές ώστε οι δυνάµεις αδρανείας να θεωρούνται 

αµελητέες. Η ροή είναι ασυµπίεστη. 

Oι εξωτερικές δυνάµεις f
r

 θεωρούνται αµελητέες. 

Η ροή είναι παράλληλη  στον άξονα των x. Οι συνιστώσες της ταχύτητας 

κατά τους άξονες y και z (v και w) είναι µηδενικές. 

Το πεδίο της πίεσης µπορεί να θεωρηθεί παντού σταθερό και όλες οι 

παράγωγοι της πίεσης ίσες µε το µηδέν.  

Λόγω της γεωµετρίας του προβλήµατος  οι µεταβολές κατά την διεύθυνση z 

θεωρούνται µηδενικές. 

       

      Ερωτήσεις 

 

α) Γράψτε τις αρχικές συνθήκες για τη µεταβλητή  u ( συνιστώσα της ταχύτητας κατά   

την διεύθυνση x). 

 

β) Γράψτε  τις οριακές συνθήκες για τη µεταβλητή  u για y=0 (στο σηµείο επαφής 

του ρευστού µε την  πλάκα). ∆εδοµένου ότι το πεδίο ροής µπορεί να θεωρηθεί 

ηµιάπειρο, ποια δεύτερη οριακή συνθήκη µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε; 

 

γ) Σε ποια απλοποιηµένη µορφή µπορούν να µετατραπούν οι εξισώσεις Navier-

Stokes και η εξίσωση της συνέχειας για το συγκεκριµένο πρόβληµα;  

 

δ) Ποια από τις παρακάτω προτάσεις είναι αληθής; 

     

    δα-Η συνιστώσα της ταχύτητας u είναι συνάρτηση µόνο του x. 

    δβ- Η συνιστώσα της ταχύτητας u είναι συνάρτηση είναι συνάρτηση µόνο του y. 

      

  Aιτιολογείστε τις απαντήσεις σας παίρνοντας υπόψη σας την απάντηση σας στην 

ερώτηση γ) 

 

ε) Παίρνοντας υπόψη σας τα παραπάνω γράψτε µία διαφορική εξίσωση µε µερικές 

παραγώγους για την u στην οποία να εµφανίζονται µόνο δύο ανεξάρτητες µεταβλητές 

 

 Υποθέτουµε ότι η λύση για την u έχει τη µορφή: 

 

 )(θUfu =         (Ια) 



 όπου 
t

y

ν
θ

2
=        (Ιβ) 

στην (Ιβ) ν είναι το κινηµατικό ιξώδες. 

 

ζ) Υπολογίστε την πρώτη παράγωγο της u ως προς τον χρόνο και την δεύτερη 

παράγωγο της ίδιας µεταβλητής ως προς τον χώρο, παίρνοντας υπόψη σας τις 

εξισώσεις (Ια) και( Ιβ) σαν συνάρτηση της µεταβλητής θ. 

 

η) Συνδυάζοντας τις απαντήσεις σας στις ερωτήσεις δ) και ζ) γράψτε µία διαφορική 

εξίσωση για τη µεταβλητή )(ϑf  

  

θ) Μετατρέψτε τις αρχικές και οριακές συνθήκες για τη µεταβλητή u  –βλέπε 

ερωτήσεις (α και β)- στις κατάλληλες (αρχικές ή οριακές) συνθήκες για την εξίσωση 

f(θ).       

 

ι) Επιλύστε την εξίσωση για τη µεταβλητή f θέτοντας 
θd

df
f =  και ολοκληρώνοντας 

δύο φορές. Προσδιορίστε τις σταθερές ολοκλήρωσης παίρνοντας υπόψη σας την 

απάντηση σας στην ερώτηση θ. 

 

κ) Γράψτε την αναλυτική µορφή για την u 

 

λ) Η παραπάνω λύση θα ίσχυε αν παράλληλα στην πλάκα που αναφέραµε είχαµε µία 

δεύτερη (ακίνητη) πλάκα σε απόσταση h;  Αν ναι για ποιες περιπτώσεις;   

 

 



 

 

 1.3 ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΤΟΥ ∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΟΥ ΛΟΓΙΣΜΟΥ 

ΣΤΗΝ ΡΕΥΣΤΟΜΗΧΑΝΙΚΗ 

 

1) ∆ίνεται η εξίσωση του Darcy για  ισότροπο µέσο και περίπτωση 

τρισδιάστατης ροή, σε διανυσµατική µορφή: 

 

 hKv ∇−=
r

 (Ι) 

 

� ∆ιατυπώστε την (Ι) αναλυτικά χρησιµοποιώντας βαθµωτά µεγέθη 

� ∆ιατυπώστε την (Ι) µε την βοήθεια των συµβάσεων Einstein 

� Γνωρίζετε άλλες εξισώσεις της Φυσικής οι οποίες έχουν την δοµή της 

(Ι); 

 

2) ∆ίνεται η εξίσωση του Darcy για ανισότροπο µέσο και δισδιάστατη ροή: 

 

j
iji

x

h
Kv

∂

∂
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� Πως ονοµάζονται  οι δείκτες i και j; 

� Πως ονοµάζεται η «µαθηµατική οντότητα» ijK  ; Σε ποιες παραδόσεις 

την έχετε συναντήσει 

� Αναπτύξτε την (ΙΙ) 

 

3) ∆ίνονται οι όροι 

   

    uhu
rr 22

,, ∇∇∇  

 

� Ποιοί από τους παραπάνω όρους είναι βαθµωτά µεγέθη ποιοί είναι 

διασνύσµατα; 

 

� Αναπτύξτε τους για την περίπτωση  

 

      -Μονοδιάστατου φαινοµένου 

       -∆ισδιάστατου φαινοµένου 

 

 



2. ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΤΗΣ ΡΕΥΣΤΟΜΗΧΑΝΙΚΗΣ 

 

2.1 ΕΡΠΟΥΣΑ ΡΟΗ ΓΥΡΩ ΑΠΟ ΣΦΑΙΡΑ 
 

 

 

Εξετάζουµε την περίπτωση ροής γύρω από µία σφαίρα ακτίνας R.   

 

Η σφαίρα θεωρείται ακίνητη. Θεωρούµε ότι µακριά από την σφαίρα το πεδίο ροής 

είναι σταθερό και παράλληλο στο άξονα z, και η ταχύτητα ίση µε 
0

U .     

 

Θεωρούµε τον αριθµό Reynolds ν/2Re
0
RU= “πολύ µικρό» ώστε οι  δυνάµεις 

αδρανείας να είναι αµελητέες ( 1Re << ). 

 

H έρπουσα ροή (creeping flow) νευτώνειου ρεστού περιγράφεται από το σύστηµα 

εξισώσεων  µε µορφή: 

 

0
2 =∇+∇− up
r

µ                       (1) 

0=∇u
r

                                  (2) 

 

Απαλείφουµε την πίεση εφαρµόζοντας τον τελεστή tro
r

 στην εξίσωση (1), 

παίρνοντας υπόψη µας την ιδιότητα:  

 

0() =dgratro
rr

         (3) 

 

Ο τελεστής Stokes εκφράζεται από την σχέση: 

 

 ( ) ( )utrotrouvdidgrau
rrrrrrr

−=∇2
        (4) 

 

και παίρνοντας υπόψη µας τις  (2)και (3): 

 

( )[ ]{ } 0=utrotrotro
rrrr

         (5) 

 

Αδιαστατοποιούµε όλα τα µεγέθη που εµφανίζονται   χρησιµοποιώντας σαν 

χαρακτηριστικό µήκος την ακτίνα της σφαίρας R και σαν σαν χαρακτηριστικό χρόνο 

το µέγεθος 
0

/UR . 

 

Στην συνέχεια όλα µεγέθη δίνονται σε αδιάστατη µορφή, οι αστερίσκοι 

παραλείπονται για λόγους απλότητας 

 

 Για να λάβουµε υπόψη µας την οριακή συνθήκη µη ολίσθησης (no slip condition) 

στην επιφάνεια τα σφαίρας, χρησιµοποιούµε τις σφαιρικές συντεταγµένες, 

θεωρώντας ότι η αρχή των συντεταγµένων συµπίπτει µε το κέντρο της σφαίρας.  

 

Οι σφαιρικές συντεταγµένες εκφράζονται συναρτήσει των καρτεσιανών ως εξής: 



 

222
zyxr ++=  , ( )xy /arctan=φ , ( )zyx /arctan

22 +=θ  

 

Οι σφαιρικές συντεταγµένες µπορούν να περιγραφούν ως εξής: 

 

r  ∆ίνει την απόσταση του σηµείου Π από το κέντρο της σφαίρας 

φ  Ορίζει την θέση του σηµείου Π ένα επίπεδο xy κάθετο στον άξονα  z  

θ  Ορίζει την γωνία που σχηµατίζει η ευθεία που ενώνει το σηµείο Π µε 

την αρχή των αξόνων µε τον άξονα z 

 

 

Για το πρόβληµα που εξετάζουµε, λόγω της συµµετρίας εκ περιστροφής σε σφαιρικό 

σύστηµα συντεταγµένων ισχύουν οι σχέσεις: 

 

0=
∂
⋅∂
φ

, 0=φu         

 

Οι γραµµές ροής δίνονται από τις παρακάτω εξισώσεις: 

 

θθ ∂
Ψ∂

=
2

sin

1

r
ur ,         (6α) 

 

 
rr

u
∂
Ψ∂

−=
θθ

sin

1
        (6β) 

 

 

Οι οριακές συνθήκες µετατρέπονται σε: 

 

Για 0,0,1 =
∂
Ψ∂

=
∂
Ψ∂

=
r

r
θ

  

Για 
22

sin
2

1
, rr θ→Ψ∞→  

 

Xρησιµοποιώντας την σχέση: 

 

θ2
sin)(rf=Ψ         (7) 

 

και παίρνοντας υπόψη µας τις εξισώσεις (5-6), εκφράζοντας τον τελεστή tro
r
σε 

σφαιρικές συντεταγµένες, καταλήγουµε σε µία κανονική διαφορική εξίσωση για την 

συνάρτηση f .Επιλύοντας την την  και χρησιµοποιώντας την (7)  προκύπτει το πεδίο 

ταχυτήτων: 

 

ϑcos
2

1

2

3
1

3 




 +−=
rr

ur       (8α) 

ϑϑ sin
4

1

4

3
1

3 



 −−−=

rr
u       (8β) 



 

Παρατηρούµε ότι το πεδίο των ταχυτήτων είναι συµµετρικό στο επίπεδο το οποίο 

είναι κάθετο στο πεδίο ροής και διέρχεται από το κέντρο της σφαίρας. 

 

Με βάση το πεδίο ταχυτήτων µπορώ να υπολογίσω τις τάσεις και το πεδίο πίεσης, και 

να  υπολογίσω στην συνέχεια την δύναµη η οποία ασκείται απάνω στην σφαίρα: 

 

0
6 URF πµ=         (9) 

 

Η (9) δίνεται σε διαστατική µορφή. Προφανώς η δύναµη είναι παράλληλη στον 

άξονα z. 

 

Για περίπτωση σφαίρας η οποία κινείται µε σταθερή ταχύτητα σε  ρευστό το οποίο 

ήταν αρχικά σε ισορροπία χρησιµοποιούµε την ίδια µεθοδολογία, αλλά σαν οριακές 

συνθήκες ότι το ρευστό ηρεµεί σε «άπειρη» απόσταση από την σφαίρα και ότι στην 

επιφάνεια της σφαίρας η ταχύτητα του ρευστού πρέπει να είναι ίση µε την ταχύτητα 

της σφαίρας.  

 

Προφανώς το πεδίο ταχυτήτων στις δύο περιπτώσεις θα είναι διαφορετικό αν 

εκφραστεί σε σύστηµα συνταταγµένων Euler, η δύναµη όµως η οποία ασκείται 

απάνω στην σφαίρα είναι ίδια.  (Βλέπε Ν. Κωτσοβίνος, Ρευστοµηχανική, Εκδόσεις 

∆.Π.Θ. 2003). 

 

Η εξήγηση είναι απλή: αν χρησιµοποιήσουµε ένα κινητό σύστηµα συντεταγµένων, 

στο οποίο ο πρατηρητής κινείται µε την ταχύτητα της σφαίρας, η σφαίρα φαίνεται 

ακίνητη και το ρευστό στο άπειρο να κινείται µε ταχύτητα 
0

U . 

 

Παρότι έγινε η υπόθeση ότι 1Re << οι σχέσεις που που προέκυψαν ισχύουν µε καλή 

ακρίβεια για αριθµούς Reynolds έως 0.5-1.  

 

Επίσης είναι δεν είναι αυτονόητο ότι η λύση που περιγράφουµε ισχύει  για όλη την 

εξεταζόµενη περιοχή. 

 

Μπορούµε να υπολογίσουµε και το πεδίο ροής για έρπουσα ροή γύρω από κύλινδρο, 

ακολουθώντας ανάλογη µεθοδολογία µε αυτήν που περιγράψαµε (Χρησιµοποιούµε 

τον τελεστή tro
r

, εισαγάγουµε τις γραµµές ροής σε κυλονδρικές συντεταγµένες, 

παίρνουµε µία κανονική διαφορική εξίσωση εκφράζοντας τις µε την σχέση 

)(
~

)
~

( ρϑ fg=Ψ  κλπ.) 

 

Η παραπάνω λύση δίνει ικανοποιητικά αποτελέσµατα για περιοχές κοντά στην 

σφαίρα, δεν συγκλίνει για µεγάλη απόσταση από την σφαίρα: Για ∞→ρ  η λύση 

συµπεριφέρται σαν ρln≈ , λύση η οποία δεν είναι αποδεκτή τόσο γιατό οδηγεί σε µη 

φυσικό αποτέλεσµα αλλά και επειδή έρχεται σε αντίφαση µε την υπόθεση ότι οι 

δυνάµεις αδρανείας είναι αµελητέες. 

 

 Η εξήγηση είναι ότι ακόµα και για πολύ χαµηλούς αριθµούς Reynolds, οι δυνάµεις 

αδρανείας δεν είναι αµελητέες µακριά από την στερεό αντικείµενο (στην περιοχή 

αυτή λόγω των χαµηλών κλίσεων οι όροι του ιξώδους γίνονται λιγώτερο σηµαντικοί). 



 

Μια λύση του προβλήµατος έδωσε ο Oseen ο οποίος για ∞→ρ  χρησιµοποίησε 

την προσέγγιση uUuu
rrrr

∇≅∇  όπου U
r
είναι η ταχύτητα για ∞→ρ η οποία µπορεί 

και να εκφραστεί ως:  zyx eUeeU
rrrr

000 ++=  

 

Οι γραµµικοποιηµένες εξισώσεις επιλύονται µε µεθόδους ασυµπτωτικής ανάλυσης.  

 

 

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 

 

 

 

Η παραδοχή ότι τα εξεταζόµενα σωµατίδια είναι σφαιρικά σε εφαρµογές που 

ενδιαφέρουν τους Μηχανικούς Περιβάλλοντος δίνει καλά αποτελέσµατα τόσο για την 

περίπτωση κόκκων άµµου, όσο για την περίπτωση  φυσαλίδων αέρα κλπ. 

 

Η παραδοχή δεν ισχύει όµως για τη µελέτη της καθίζησης σε αριθµό προβληµάτων 

που ενδιαφέρουν τους Μηχανικούς Περιβάλλοντος (π.χ. ∆εξαµενές ∆ευτεροβάθµιας 

Καθίζησης σε Ε.Ε.Λ.): το σχήµα των σωµατιδίων µοιάζει µάλλον µε περισσότερο και 

οι τροχιές τους είναι δυνατόν να παροµοιαστούν σε µερικές περιπτώσεις  µε φύλλο 

που πέφτει από δέντρο. Η απόκλιση είναι µεγαλύτερη για σηµαντικές τιµές του 

αριθµού Reynolds. 

 

Μορφή η οποία δεν µπορεί να προσοµοιωθεί µε σφαιρική έχουν επίσης σωµατίδια 

από άργιλο κλπ.   

 

Η υδροδυναµική συµπεριφορά σφαιρικών σωµατιδίων για την περίπτωση µη 

αµελητέων δυνάµεων αδρανείας περιγράφεται στην Ρευστοµηχανική του 

Κωτσοβίνου.  

 

Τόσο για την περίπτωση έρπουσας ροής όσο και για την περίπτωση µη αµελητέων  

όρων αδρανείας η ταχύτητα καθίζησης µπορεί να υπολογιστεί από το ισοζύγιο των 

δυνάµεων που ασκούνται στην σφαίρα. (Βλέπε Ν. Κωτσοβίνος, Ρευστοµηχανική) 

 

Ως εδώ έγινε η υπόθεση ότι τα σωµατίδια κινούνται σε «άπειρο» ρευστό. Για την 

περίπτωση οµάδων σωµατιδίων η υπόθεση αυτή δεν ισχύει. Για χαµηλούς αριθµούς 

Reynolds και χαµηλή «συγκέντρωση» των σωµατιδίων, οι αλληλεπιδράσεις των 

σωµατιδίων είναι δυνατόν να ληφθούν υπόψη «διορθώνοντας» το ιξώδες. 

Πληροφορίες για την υδροδυναµική σε περίπτωση µεγαλύτερων συγκεντρώσεων 

δίνονται π.χ. στο βιβλίο Low Number Hydrodynamics των J. Happel και H. Brenner 

Prentice-Hall 1965. 

 

Το πρόβληµα της υδροδυναµικής συµπεριφοράς για οµάδες σωµατιδίων για την 

περίπτωση µη αµελητέων όρων αδράνειας εξετάζεται σε εξειδικευµένες δηµοσιεύσεις 

(βλέπε π.χ. D.L. Koch & A. J.C. Ladd, (1997) Moderate Reynolds number flows 

through periodic and random arrays of alligned cylinders, J. Fluid Mech., vol. 349, 

pp. 31-66). 

 



 Μία συνηθισµένη ερευνητική προσέγγιση του προβλήµατος είναι η αριθµητική 

επίλυση των εξισώσεων Navier Stokes µε συµβατικές (µέθοδος πεπερασµένων όγκων 

ελέγχου, πεπερασµένων διαφορών, πεπερασµένων στοιχείων) ή µη συµβατικών 

µεθόδων (µέθοδος lattice-Boltzmann). 

 

Πάντως ακόµα και σήµερα στις προσοµοιώσεις τα σωµατίδια θεωρούνται 

κυλινδρικά, επειδή η υπολογιστική ισχύς και επιτρέπει (για τις 

περισσότερες περιπτώσεις) την επίλυση των  εξισώσεων Navier Stokes 

µόνο για την περίπτωση της δισδιάστατης ροής. 



2.2 ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΤΑΧΥΤΗΤΑΣ ΚΑΘΙΖΗΣΗΣ 

ΣΩΜΑΤΙ∆ΙΟΥ ΣΕ ΑΜΜΟΚΡΑΤΗ 

 

Υπολογίστε την ταχύτητα καθίζησης ενός σωµατιδίου άµµου διαµέτρου ενός 

χιλιοστού, µέσα σε αµµοκράτη.  

Η πυκνότητα της άµµου θεωρείται ίση µε 3
2600

−= kgmsρ  , του νερού ίση µε 

3
1000

−= kgmρ  και το κινηµατικό ιξώδες του νερού ίσο µε 126
10

−−= smν .  

Για τον υπολογισµό του συντελεστή αντίστασης  µπορεί να χρησιµοποιηθεί η σχέση:     

34,0

Re

3

Re

24
++=DC . 

 

 

ΛΥΣΗ 

 

Υποθέτουµε ότι η ροή είναι έρπουσα.  

 

Η ταχύτητα υπολογίζεται σε: 
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Ο αριθµός Reynolds υπολογίζεται σε: 

 

1900
10

109.0
Re

126

31

>>=== −−

−−

sm

mmsdvg

ν
.  

Προφανώς η υπόθεση της έρπουσας ροής δεν ισχύει. 

 

Η ταχύτητα πρέπει να προσδιορισθεί επαναληπτικά. 

 

Υποθέτω ότι 900Re
0
=  και υπολογίζω τον συντελεστή αντίστασης σε: 

 

=++=++= 34.0

900

3

900

24
34.0

Re

3

Re

24

DC 0,467 

 

Μία καινούργια εκτίµηση της ταχύτητας καθίζησης δίνεται από την σχέση: 

 

( ) ( ) 3
105,0

1000

10002600

467,0

81,9

3

8

3

8 −⋅
−

=
−

= R
C

g
v

D

g ρ
ρρσ

 =0,21m/s 

κατά συνέπεια ο αριθµός Reynolds υπολογίζεται σε 1Re =210. 

 

Προφανώς:  
01

ReRe ≠  

 

Με τη νέα τιµή του  αριθµού Reynolds (
1

Re =210) υπολογίζω τον συντελεστή 

αντίστασης σε: =++= 34,0

210

3

210

24

DC 66,0 . 



 

 Η  ταχύτητα καθίζησης εκτιµάται σε:  

( ) ( ) 3
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10002600
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=0,18m/s. 

 

Υπολογίζουµε τη νέα τιµή του  αριθµού Reynolds σε 
2

Re =180. 

 

Το σφάλµα που προκύπτει ανάµεσα σε δύο διαδοχικές εκτιµήσεις ως προς τον αριθµό 

Reynolds υπολογίζεται ως εξής: 

 

 
180

210180

Re

ReRe
1

−
=

−
= −

i

iiε =17%. 

 

Το σφάλµα ως προς τον αριθµό Reynolds είναι µεγαλύτερο από 10%, κατά συνέπεια 

συνεχίζουµε τους υπολογισµούς. 

 

Η νέα εκτίµηση για τον συντελεστή αντίστασης είναι:  

 

70,034,0

180

3

180

24

3
=++=DC . 

 

Με βάση τον συντελεστή αυτόν η ταχύτητα υπολογίζεται σε: =gv 0,17m/s και ο 

αριθµός Reynolds σε: 
sm

msm

/10

001.0/17,0
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263 −

⋅
= =170. 

 

Το σφάλµα ανάµεσα στις δύο τελευταίες επαναλήψεις  

 

%10%6
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180170
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=
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Κατά συνέπεια η ζητούµενη τιµή της ταχύτητας είναι =gv 0,17m/s 



 

2.3 ΕΚΤΙΜΗΣΗ Υ∆ΡΑΥΛΙΚΩΝ ΣΥΝΘΗΚΩΝ 

ΑΝΑ∆ΕΥΣΗΣ ΣΕ ∆ΕΞΑΜΕΝΗ ΑΕΡΙΣΜΟΥ 

 

Θέλουµε να επιτύχουµε ικανοποιητική ανάµιξη σε ένα κανάλι στο οποίο 

µεταφέρονται λύµατα.  

 

Για τον σκοπό αυτό τοποθετούµε διαχυτήρες στον πυθµένα του καναλιού από τους 

οποίους εξέρχονται φυσαλίδες αέρα διαµέτρου mmD 1= .  

 

Η αποδοτικότητα του συστήµατος είναι µέγιστη όταν η απόσταση L  µεταξύ των 

διαχυτήρων είναι τέτοια ώστε όταν εισέρχονται από έναν διαχυτήρα οι φυσαλίδες στο 

κανάλι, οι φυσαλίδες από τον προηγούµενο διαχυτήρα να έχουν φθάσει την επιφάνεια 

του υγρού. 

 

Η ροή στο κανάλι θεωρείται οριζόντια, η ταχύτητα των λυµάτων smu /1=  και το 

βάθος ροής  ίσο µε mh 1= .  

 

Η πυκνότητα του αέρα θεωρείται ίση µε 3
4.1

−= kgmϕρ  , η πυκνότητα του νερού ίση 

µε 3
1000

−= kgmρ  και το κινηµατικό ιξώδες του νερού ίσο µε 126
10

−−= smν .  

 

Οι αλληλεπιδράσεις µεταξύ των φυσαλίδων θεωρούνται αµελητέες. 

  

Για τον υπολογισµό του συντελεστή αντίστασης  µπορεί να χρησιµοποιηθεί η σχέση:  

34,0
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3

Re

24
++=DC . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΛΥΣΗ 

 



Ονοµάζω  την ταχύτητα ανύψωσης των φυσαλίδων ϕv . 

 

Ο χρόνος για να φτάσει µία φυσαλίδα στην επιφάνεια είναι ίσος µε: 
 

ϕ
αν

v

h
T =  

 

Κατά την διάρκεια του χρόνυ αυτού οι φυσαλίδες θα έχουν διατρέξει 

κατά την οριζόντια απόσταση ίση µε την απόσταση των διαχυτήρων: 
 

ανuTL = . 

 

Κατά συνέπεια η απόσταση µεταξύ των διαχυτήρων δίνεται από την 

σχέση: 

 

ϕv

h
uL =            (1) 

 

Το µόνο άγνωστο µέγεθος στην παραπάνω σχέση είναι η ταχύτητα 

ανύψωσης ϕv . 

 

Μπορώ να την υπολογίσω το µέγεθος αυτό αν θεωρήσω το ισοζύγιο 

µεταξύ των δυνάµεων άνωσης, βαρύτητας και αντίστασης στην ροή  (η 

διαδικασία υπολογισµού είναι  αντίστοιχη µε αυτή του υπολογισµού της 

ταχύτητας καθίζησης.)  
 

Καταρχάς θεωρώ ότι η ροή είναι έρπουσα (creeping flow). Λαµβάνοντας 

υπόψη πως η φορά της ταχύτητας είναι αντίστροφη από αυτήν για την 

περίπωση της καθίζησης (δηλαδή αντίθετη στην φορά την επιτάχυνσης 

της ταχύτητας ), µπορώ να υπολογίσω την ταχύτητα ανύψωσης από την 

σχέση:    
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Ο αριθµός Reynolds υπολογίζεται σε: 

 

1540
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sm

mmsdv

ν
ϕ

. Προφανώς η υπόθεση της έρπουσας 

ροής δεν ισχύει. 

 

Η ταχύτητα πρέπει να υπολογιστεί επαναληπτικά µε διαδοχικές 

προσεγγίσεις. 

 



Υποθέτω ότι 540Re
0
=  . Ο  συντελεστής αντίστασης εκτιµάται σε: 
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Μία καινούργια εκτίµηση της ταχύτητας ανύψωσης δίνεται από την 

σχέση: 
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Kατά συνέπεια ο αριθµός Reynolds ο οποίος αντιστοιχεί στην νέα αυτή 

εκτίµηση είναι 1Re =160. 

 

Προφανώς:  
01

ReRe ≠  

 

Η δεύτερη επανάληψη δίνει:  
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H ταχύτητα ανύψωσης υπολογίζεται σε ϕv =0,13m/s. 

 

Ο αριθµό Reynolds µπορεί να εκτιµηθεί εκ νέου σε: 
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Το σφάλµα ανάµεσα στις δύο τελευταίες επαναλήψεις είναι: 
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130

160130

Re

ReRe
1 >≅

−
=

−
= −

i

iiε  

Συνεχίζοντας την διαδιακασία βρίσκω: 

79,034,0
130

3

130
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3
=++=DC , ≅ϕv 0,13m/s και 130Re

3
= . 

 

Προφανώς µπορώ να θεωρήσω ότι έχει επιτυχθεί σύγκλιση και να 

θεωρήσω την τιµή της ταχύτητας ανύψωσης ίση µε ϕv =0,13m/s. 

 

Χρησιµοποιώντας την εξίσωση (1) υπολογίζω την επιθυµητή απόσταση 

µεταξύ των διαχυτήρων σε:  
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3. ∆ΙΑΣΤΑΤΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ ΚΑΙ ΘΕΩΡΙΑ 

ΟΜΟΙΩΜΑΤΩΝ 

 

3.1 Α∆ΙΑΣΤΑΤΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ ΜΕ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 

ΣΤΗΝ ΡΕΥΣΤΟΜΗΧΑΝΙΚΗ 

 

Αδιάστατοι 

αριθµοί 

Συµβολισµός Ορισµός Πεδίο 

Εφαρµογών 

Συµβολισµοί 

Reynolds  Re 

µ

ρVl
 

Εν δυνάµει σε 

όλα τα 

προβλήµατα της 

Ρευστοµηχανικής 

l: 

χαρακτηριστικό 

µήκος 

V: 

χαρακτηριστική 

ταχύτητα 

Froude  Fr 

lg

V
 

Ροές µε ελεύθερη 

επιφάνεια  

g: επιτάχυνση 

της βαρύτητας 

Euler Eu 

2
V

p

ρ
 

Προβλήµατα στα 

οποία είναι 

σηµαντική η 

πίεση ή διαφορές 

πίεσης 

p: πίεση 

Mach Ma 

c

V
 

Προβλήµατα µε 

µεγάλες 

ταχύτητες στα 

οποία στα οποία 

είναι σηµαντική 

η συµπιεστότητα 

του ρευστού 

c: ταχύτητα του 

ήχου 

Strouhal St 

V

lω
 

Μη µόνιµες ροές 

(π.χ. ροές µε 

ταλαντώσεις) 

ω: 

χαρακτηριστική 

συχνότητα  

Weber  We 

σ

ρ lV
2

 

Προβλήµατα για 

τα οποία είναι 

σηµαντικές οι 

επιφανειακές 

τασεις 

σ: επιφανειακή 

τάση 

 

. 

 

 

Πηγή: 

Munson, Young Okiishi Fundamentals of Fluid Mechanics (1998). Εκδοτικός οίκος 

John Wiley & Sons, Τρίτη έκδοση 



 

3.2 ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΧΕΤΙΚΕΣ ΜΕ ΤΗΝ ΘΕΩΡΙΑ 

ΤΩΝ ΟΜΟΙΩΜΑΤΩΝ 

 

3.2.1 ΕΠΙΛΟΓΗ ΤΟΥ ΚΑΤΑΛΛΗΛΟΥ ΝΟΜΟΥ 

ΟΜΟΙΟΤΗΤΑΣ 

 

Θέλουµε να µελετήσουµε πειραµατικά µία κατασκευή (πρωτότυπο) στην οποία 

λαµβάνουν χώρα ροή κατασκευάζοντας ένα εργαστηριακό οµοίωµα σε κλίµακα 5:1 

(το εργαστηριακό οµοίωµα είναι πέντε φορές µεγαλύτερο). 

 

1) Όσο αφορά τη µελέτη φαινοµένων και διεργασιών µε την βοήθεια εργαστηριακών 

οµοιωµάτων τι σηµαίνουν οι παρακάτω προτάσεις: 

 

-Το φαινόµενο διέπεται από νόµο οµοιότητας Froude 

-Το φαινόµενο διέπεται από νόµο οµοιότητας Reynolds 

-Το φαινόµενο διέπεται από νόµο οµοιότητας Weber 

 

 

2) Ποιος είναι ο χρόνος λειτουργίας του εργαστηριακού οµοιώµατος ο οποίος 

αντιστοιχεί σε µία ώρα λειτουργίας του πρωτοτύπου σε κάθε µία από τις δύο 

παρακάτω περιπτώσεις αντίστοιχα: 

 

-Το φαινόµενο διέπεται από νόµο οµοιότητας Froude 

 

-Το φαινόµενο διέπεται από νόµο οµοιότητας Weber 

 

Kαι στις δυο περιπτώσεις (ροή στο πρωτότυπο και ροή στο εργαστηριακό οµοίωµα) 

το υγρό που χρησιµοποιείται είναι νερό και οι ιδιότητες του (πυκνότητα, ιξώδες, 

επιφανειακή τάση λόγω της επαφής µε την στερεά φάση κλπ.) είναι ταυτόσηµες.  

 

 

3) -Περιγράψτε σύντοµα πως είναι δυνατόν να εξασφαλίσετε τέτοιες συνθήκες 

λειτουργίας του εργαστηριακού οµοιώµατος ώστε να ισχύουν ταυτόχρονα τόσο ο 

νόµος οµοιότητας Froude όσο ο νόµος οµοιότητας Reynolds. 

 



 

 

 

3.2.2 ΠΡΟΣ∆ΙΟΡΙΣΜΟΣ Υ∆ΡΑΥΛΙΚΗΣ 

ΣΥΜΠΕΡΙΦΟΡΑΣ ΦΡΑΓΜΑΤΟΣ ΜΕ ΤΗΝ ΒΟΗΘΕΙΑ 

ΕΡΓΑΣΤΗΡΙΑΚΩΝ ΠΕΙΡΑΜΑΤΩΝ 

 

Θέλουµε να µελετήσουµε την λειτουργία ενός µεγάλου φράγµατος το οποίο 

κατασκευάζεται για αντιπληµµυρική προστασία και για υδρευτικούς σκοπούς, µε την 

βοήθεια εργαστηριακού οµοιώµατος υπό κλίµακα. Για την λειτουργία αυτού του 

οµοιώµατος θα χρησιµοποιήσουµε νερό. Η ροή στο συγκεκριµένο πρόβληµα 

χαρακτηρίζεται από την ύπαρξη ελεύθερης επιφάνειας. 

 

α) Εξηγείστε σύντοµα για ποιο λόγο µελετάµε υδραυλικά φαινόµενα υπό κλίµακα.  

 

β) Ποια από τις παρακάτω προτάσεις είναι αληθής: 

 

β1) Πρέπει να σχεδιάσουµε το εργαστηριακό οµοίωµα έτσι ώστε ο αριθµός Froude να 

είναι ίδιος µε το πραγµατικό πρόβληµα έστω αν ο αριθµός Reynolds είναι 

διαφορετικός 

β2) Πρέπει να σχεδιάσουµε το εργαστηριακό οµοίωµα έτσι ώστε ο αριθµός Reynolds 

να είναι ίδιος µε το πραγµατικό πρόβληµα έστω αν ο αριθµός Froude είναι 

διαφορετικός 

β3) Πρέπει να σχεδιάσουµε το εργαστηριακό οµοίωµα έτσι ώστε ο αριθµός Reynolds 

και ο αριθµός Froude να είναι ίδιοι  

 

γ) Αν το οµοίωµα που θα κατασκευάζατε είναι γραµµικό, και σας έδιναν το ύψος του 

φράγµατος YL , και την ταχύτητα του υγρού στον αγωγό εκτόνωσης 
ε

U πως θα 

ορίζατε τους αριθµούς Reynolds και Froude; 

Αιτιολογείστε σύντοµα την απάντηση σας 

 

δ) Παίρνοντας υπόψη σας την αλµατώδη αύξηση των δυνατοτήτων των υπολογιστών 

και τις προόδους της επιστήµης της αριθµητικής ανάλυσης, κατά την γνώµη σας ποια 

από τις παρακάτω τις απαντήσεις είναι σωστή: 

 

δ1) Τα εργαστηριακά οµοιώµατα είναι κυρίως χρήσιµα για τη µελέτη προβληµάτων 

στα οποία η ροή είναι στρωτή 

 

δ2) Τα εργαστηριακά οµοιώµατα είναι κυρίως χρήσιµα για τη µελέτη προβληµάτων 

στα οποία η ροή είναι τυρβώδης 

 

δ3) Τα εργαστηριακά οµοιώµατα έχουν ξεπεραστεί εδώ και µία δεκαετία. 

Αιτιολογείστε σύντοµα την απάντηση σας 



3.2.3 ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟ΅Υ∆ΡΑΥΛΙΚΗΣ ΣΥΜΠΕΡΙΦΟΡΑΣ 

ΑΠΟΒΑΘΡΑΣ ΜΕ ΤΗΝ ΒΟΗΘΕΙΑ ΟΜΟΙΩΜΑΤΩΝ 

 

 

Για  τη  µελέτη  κατασκευής  µιας  ορθογωνικής  αποβάθρας  σ’ένα  ποταµό  µε  

βάθος  ροής  Υ=2.7m  και  πλάτος  Β=12m,  κατασκευάσθηκε  σε εργαστήριο  

οµοίωµα  της  αποβάθρας  µε  κλίµακα  1:16. Αν  στο  οµοίωµα  η  ταχύτητα  ροής  

είναι  U=0.75 m/sec,  η  δύναµη  που  ασκείται  είναι  F=4  Newton,  και  το  ύψος  

του  κύµατος  που  σχηµατίζεται  στην άκρη  του  οµοιώµατος  είναι  L=4.8 cm   να  

βρεθούν  :  α)  η  ταχύτητα  του  νερού  και  η  δύναµη  που  ασκείται  στην  

αποβάθρα   β) το  ύψος  του  κύµατος  που  θα  σχηµατίζεται  στην  αποβάθρα  και   

γ) ο  συντελεστής  αντιστάσεως  των  δυνάµεων  αντίστασης (τριβής). 

 

Από την διαστατική ανάλυση γνωρίζουµε ότι η δύναµη που ασκείται απάνω σε ένα 

σώµα από ένα πεδίο ροής υπολογίζεται από την σχέση: 

 

F C A
U

D= . .ρ
2

2
 όπου Α διατοµή του στερεού σώµατος κάθετα στην ροή 

 

 

ΛΥΣΗ 

 Στην προκειµένη  περίπτωση  έχουµε  ροή  µε  ελεύθερη  επιφάνεια  σε  τυρβώδη  

δίαιτα  οπότε  το  φαινόµενο  διέπεται  από τους  νόµους    οµοιότητας  Froude . 

∆ίδεται    Υπ=2.7m,       Βπ=12m,         Uο=0.75 m/sec,      Fo=4  Newton,   L=4.8 cm 
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Αφού το ρευστό στο πρωτότυπο και το οµοίωµα θα είναι το ίδιο θα έχω op ρρ = . 

 



Το πείραµα έχει σχεδιαστεί έτσι ώστε ο αριθµός Froude στο πρωτότυπο και το 

οµοίωµα να είναι ίδιος. Αφού το φαινόµενο διέπεται από τον αριθµό Froude o 

συντελεστής αντίστασης θα είναι ο ίδιος και στις δύο περιπτώσεις 
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  α) Η  ταχύτητα  του  νερού  στην  αποβάθρα  θα  είναι  βάσει  των  παραπάνω  : 

   U U Lr moπ = = =( ) ( . )( ) / sec
1 2 1 2

0 75 16 3  

ενώ  η  δύναµη  που  θα  ασκείται  στην  αποβάθρα  θα  είναι : 

  NtLrFF o 16384)16)(4(
33 ===π  

 

β)  το  ύψος  κύµατος  που  θα  σχηµατισθεί  στην  αποβάθρα  θα  είναι : 

    

  mcmLrLL o 77.08.76)16)(8.4( ====π  

γ)  Τέλος  ο  συντελεστής  αντιστάσεως  CD  των δυνάµεων  αντίστασης  που            

δίδονται  από  τη  σχέση                                         
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2
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θα  είναι  όσο  αφορά  το  πρωτότυπο  ο  εξής : 
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4. ΘΕΩΡΙΑ ΤΥΡΒΩ∆ΟΥΣ ΡΟΗΣ 

 

4.1 ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΚΑΙ ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΣΤΗΝ 

ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΗ ΤΗΣ ΤΥΡΒΩ∆ΟΥΣ ΡΟΗΣ 

 

4.1.1. Η ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ ΤΥΡΒΩ∆ΟΥΣ ΙΞΩ∆ΟΥΣ  

 

Σε πολλά πρακτικά προβλήµατα τυρβώδους ροής είναι σκόπιµο να µην εξετάσουµε 

τα στιγµιαία µεγέθη που υπεισέρχονται λόγω τους «χαοτικού» χαρακτήρα του 

φαινοµένου, αλλά µέσες τιµές των µεγεθών αυτών. 

 

Ο µέσες τιµές αναφέρονται σε µία κατάλληλη ολοκλήρωση στον χρόνο: Π.χ. η µέση 

ταχύτητα µπορεί να οριστεί σαν: 

 

∫=>=<
T

o

udt
T

uu
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         (1) 

 

Για λόγους ευκρίνειας χρησιµοποιούµε συχνά για τα µέσα µεγέθη τα αντίστοιχα 

κεφαλαία γράµµατα π.χ. Uu = .  

 

όπου u  η στιγµιαία ταχύτητα και Τ ο χρόνος ολοκλήρωσης, ο οποίος πρέπει να είναι 

αρκετά µεγάλος για να µην επηρρεάζει το εξεταζόµενο µέγεθος . Σαν διαταραχή της 

ταχύτητας ορίζεται το µέγεθος Uuu −=′  

 

Ανάλογη διαδικασία µπορεί να εφαρµοστεί και για τα υπόλοιπα µεγέθη, που 

εµφανίζονται στις εξισώσεις  Navier Stokes ή σε άλλες εξισώσεις µεταφοράς (πίεση, 

θερµοκρασία, συγκεντρώσεις).  

 

Το σύστηµα εξισώσεων που προκύπτει, δεν είναι πια ένα κλειστό σύστηµα 

εξισώσεων επειδή εµφανίζονται επιπλέον άγνωστοι όροι: οι τυρβώδεις τάσεις 

>′′<−= jiij uuρτ  . 

 

Ονοµάζουµε εδώ «επιπλέον» όρους τους αγνώστους εκτός των µέσων ταχυτήτων και 

της µέσης πίεσης. (βλέπε Ρευστοµηχανική του Ν. Κωτσοβίνου, εκδόσεις ∆.Π.Θ.) 

 

Οι τάσεις αυτές µπορούν να εκτιµηθούν για αρκετές ροές πρακτικού ενδιαφέροντος  

εφαρµόζοντας την υπόθεση του τυρβώδους ιξώδους η οποία δίνεται από την 

παρακάτω σχέση: 
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όπου ρ η πυκνότητα  και ijδ  το δέλτα του Kronecker. 

 



Ο συντελεστής tµ  καλείται τυρβώδες ιξώδες (turbulent viscosity, eddy viscosity) 

και εξαρτάται από την δοµή της τυρβώδους ροής. 

 

Η µεταβλητή k ονοµάζεται κινητική ενέργεια της τύρβης και ορίζεται σαν: 
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(Οι όροι iu′συµβολίζουν διαταραχές της ταχύτητας). 
 

Μία περιγραφή της φυσικής σηµασίας του παρακάτω µεγέθους δίνεται στην 

επόµενη παράγραφο. 

 

 Επειδή τα χαρακτηριστικά της ροής αυτής µεταβάλλονται στον χώρο, η τιµή του 

συντελεστή του τυρβώδους ιξώδους δεν µπορεί να θεωρηθεί σταθερή.   

 

Είναι προφανές ότι παρά τα προτερήµατα της η υπόθεση του τυρβώδους ιξώδους 

δεν ισχύει για όλες τις ροές. . 

 

Η εκτίµηση του συντελεστή tµ  είναι ένα βασικό κλειδί για την επιτυχία ενός 

µοντέλου. Κατά κανόνα η εκτίµηση του γίνεται µε έναν αριθµό διαφορικών 

εξισώσεων που συνδέουν το τυρβώδες ιξώδες µε τα χαρακτηριστικά της τύρβης 

(αναφερόµαστε σε «επιπλέον διαφορικές εξισώσεις εκτός των εξισώσεων Navier 

Stokes). Ο τύπος ενός µοντέλου εξαρτάται από των αριθµό των «επιπλέον» 

διαφορικών εξισώσεων που χρησιµοποιούνται.  

 

Πριν αναφερθούµε στην µαθηµατική δοµή των εξισώσεων για την περιγραφή της 

τυρβώδους ροής είναι απαραίτητο να κατανοήσουµε στοιχειωδώς το φαινόµενο τα 

τύρβης από φυσική άποψη. 

 

 

 

4.1.2 ΣΥΝΤΟΜΗ ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΤΟΥ ΦΑΙΝΟΜΕΝΟΥ 

ΤΗΣ ΤΥΡΒΗΣ 

 

Η τυρβώδης ροή: 

 

-είναι ακανόνιστη 

-είναι µη µόνιµη 

-χαρακτηρίζεται από έντονη ανάµιξη διαφόρων µεγεθών (ορµής, θερµοκρασίας, 

συγκέντρωσης) 

-χαρακτηρίζεται από την ύπαρξη στροβίλων  

-συνδέεται µε κατανάλωση ενέργειας 

 

Η κινητική ενέργεια η οποία είναι απαραίτητη για την δηµιουργία των 

«διακυµάνσεων» της ταχύτητας (και την δηµιουργία στροβίλων) αποσύρεται από την 

κυρίως ροή µε την βοήθεια στροβίλων ¨µεγάλου µεγέθους L οι οποίοι µετατρέπονται 

διαδοχικά σε µικρότερους στροβίλους φθίνοντος µεγέθους.  



 

Αυτή η διαδικασία συνεχίζεται, ουσιαστικά χωρίς απώλεια ενέργειας, µέχρι την 

εµφάνιση στροβίλων ενός (ελάχιστου) κρίσιµου µεγέθους η  οι οποίοι  µετατρέπουν 

την κινητική ενέργεια της τύρβης σε θερµότητα. (Είναι ουσιαστικά υπεύθυνοι για την 

«απώλεια» ενέργειας.) 

 

Για την ποσοτική περιγραφή των παραπάνω φαινοµένων χρησιµοποιούµε τα εξής 

µεγέθη: 

 

� Την κινητική ενέργεια της τύρβης (ή ένταση της τύρβης) k  

� Την  καταστροφή κινητικές ενέργειας ε  

 

Η ποσοτική µορφή για την κινητική ενέργεια της τύρβης είχε δοθεί παραπάνω. 

 

Μία εκτίµηση για το µέγεθος των «µεγάλων» στροβίλων δίνεται από την σχέση: 

ε/kL 2

3

= . 

 

Αντίστοιχα µία εκτίµηση για το  µέγεθος των «µικρών» στροβίλων (οι οποίοι είναι 

υπεύθυνοι για τη µετατροπή της κινητικής ενέργειας σε θερµότητα) δίνεται από την 

σχέση: 

( ) 413 /
/ ενη = , όπου ν το κινηµατικό ιξώδες. 

 

 Όσο η τύρβη γίνεται πιο σηµαντική ,ο λόγος των µεγεθών των µεγάλων στροβίλων 

προς τους µικρούς αυξάνεται. 

 

 

 

4.1.3. ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΗ ΤΟΥ ΤΥΡΒΩ∆ΟΥΣ ΙΞΩ∆ΟΥΣ 

 

Το τυρβώδες ιξώδες tµ  περιγράφει την αυξηµένη µεταφορά ορµής λόγω τους 

φαινοµένου της τύρβης. Για τους λόγους αυτούς έχει προταθεί προσοµοίωση του µε 

βάση διάφορα χαρακτηριστικά µεγέθη που περιγράφουν την τύρβη: της κινητικής 

ενέργειας k και του µεγέθους των µεγάλων στροβίλων L: Μία προσέγγιση είναι 

λοιπόν να χρησιµοποιηθεί µία σχέση του τύπου 
nm

t Lk≅µ , όπου οι εκθέτες m και n 

παίρνουν διαφορετικούς συνδυασµούς από τιµές.  

 

Ένα από τα µοντέλα  που έχουν επικρατήσει στην πράξη είναι η χρήση  της σχέσης 

που είχαµε δει προηγουµένως: 

 

ε/kL 2

3

=  

 

Με βάση την παραπάνω το τυρβώδες ιξώδες προσοµοιώνεται µε το γνωστό µοντέλο 

k-ε: 

 

ερµ µ /kct

2=  



 

Όπου µc  µία σταθερά που εκτιµάται πειραµατικά. 

 

Η προσέγγιση αυτή έχει καλά αποτελέσµατα για µεγάλο αριθµό πρακτικών 

προβληµάτων (όχι όµως για όλα,  όπως αναφέρθηκε και προηγουµένως για αρκετά 

δεν µοντέλα ισχύει καν η  χρήση της προσέγγισης  του τυρβώδους  ιξώδους για την 

προσοµοίωση των αντίστοιχων τάσεων) 

 

∆ιαφορικές εξισώσεις µε µερικές παραγώγους που επιτρέπουν τον υπολογισµό των 

µεγεθών k-ε, µπορούν να γραφούν µε κατάλληλο χειρισµό των «στιγµιαίων» και 

οµογενοποιηµένων (ως προς τον χρόνο) εξισώσεων Navier-Stokes. 

 

Οι παραπάνω διαφορικές εξισώσεις µεταφοράς, σχηµατίζουν µαζί µε τις 

οµογενοποιηµένες εξισώσεις Navier-Stokes και την εξίσωση συνέχειας, ένα κλειστό 

σύστηµα εξισώσεων το οποίο µπορεί να επιλυθεί µε την χρήση κατάλληλων 

αριθµητικών µεθόδων. 

 

Παρόλο που τα µοντέλα για την τύρβη είχαν αναπτυχθεί αρχικά για εφαρµογές σε 

προβλήµατα αεροδυναµικής, µηχανολογίας κλπ., τα τελευταία είκοσι περίπου χρόνια 

εφαρµόζονται µε επιτυχία σε προβλήµατα που σχετίζονται µε την προστασία του 

περιβάλλοντος. 

 

 

 

ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ 

 

Wolfgang Rodi: Turbulence Models and their Application in Hydraulics. A state of 

the Art Review A. Balkema/Rotterdam/Brookfield/2000 (Υπάρχει στην βιβλιοθήκη) 



4.2 ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΧΕΤΙΚΕΣ ΜΕ ΤΗΝ ΘΕΩΡΙΑ 

ΤΗΣ ΤΥΡΒΩ∆ΟΥΣ ΡΟΗΣ 
 

4.2.1 ∆ΙΑΦΟΡΕΣ ΣΤΡΩΤΗΣ ΚΑΙ ΤΥΡΒΩ∆ΟΥΣ ΡΟΗΣ 

 

∆ίνονται οι εξισώσεις Navier Stokes µε την παρακάτω µορφή: 
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u,v,w είναι η συνιστώσες της ταχύτητας κατά τις διευθύνσεις x,y,z αντίστοιχα, P  είναι 

το πεδίο πίεσης, ρ  είναι η πυκνότητα, µ  είναι το δυναµικό ιξώδες, t είναι ο χρόνος. f
r

 

είναι το πεδίο των εξωτερικών δυνάµεων. 

 

Απαντείστε στις παρακάτω ερωτήσεις:  

 

Α) Η παραπάνω µορφή των εξισώσεων αντιστοιχεί σε µία περιγραφή κατά Lagrange 

ή σε µια περιγραφή κατά Euler; 

 

Α1α) Οι παραπάνω εξισώσεις ισχύουν για νευτώνεια ή µη νευτώνεια ρευστά; 

 

Α1β) Αναφέρετε ένα νευτώνειο και ένα µη νευτώνειο ρευστό. ) 

  

 Β) Οι παραπάνω εξισώσεις αποτελούν ένα κλειστό σύστηµα εξισώσεων; Αν όχι 

ποιες άλλες εξισώσεις θα πρέπει να λάβουµε υπόψη µας. 

 

Γ) Γράψτε το παραπάνω σύστηµα εξισώσεων για την περίπτωση έρπουσας µόνιµης 

ροής (Re<<1), για αµελητέες  εξωτερικές δυνάµεις και δισδιάστατο φαινόµενο, στην 

πιο απλή δυνατή µορφή  

 

∆) Για ποιά  περίπτωση οι παραπάνω  εξισώσεις της Μηχανικής Ρευστών σχετίζονται 

µε την θεωρία του Χάους; 

 

Ε) Μία τυπική µεθοδολογία προσοµοίωσης της ροής για την περίπτωση της τύρβης 

είναι η εισαγωγή «µέσων» µεγεθών: 

 

 Ε1-Ποια η σχέση τους µε τα στιγµιαία µεγέθη;  

 

 Ε2-Οι εξισώσεις που περιγράφουν  τυρβώδη ροή είναι δυνατόν να είναι ανεξάρτητες 

του χρόνου  

 



 -Για την περίπτωση χρήσης στιγµιαίων µεγεθών; 

 -Για την περίπτωση χρήσης µέσων µεγεθών; 

  

 

  Ε3)  Για την περίπτωση χρήσης µέσων µεγεθών η προσοµοίωση ποιών όρων 

παρουσιάζει πρόβληµα; Ποια είναι η φυσική τους και ποια η µαθηµατική  ονοµασία 

των όρων αυτών; Ποια αντίδοτα γνωρίζεται για την περίπτωση αυτή;  

 

 

Ζ) Για την περίπτωση ισχύος των παραπάνω εξισώσεων η αραίωση της 

συγκέντρωσης των ρυπαντών στην ατµόσφαιρα είναι ποιο έντονη για µικρούς ή 

µεγάλους αριθµούς Reynolds;  Γιατί; 

 

Η απάντηση  που δώσατε ισχύει και για την περίπτωση ρύπανσης µίας λίµνης; 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

4.2.2 ΒΑΣΙΚΕΣ ΑΡΧΕΣ ΜΕΤΡΗΣΗΣ ΤΥΡΒΩΔΩΝ 

ΜΕΓΕΘΩΝ 

 
Ένας φοιτητής του τµήµατος Μηχανικών Περιβάλλοντος, στα πλαίσια της 

διπλωµατικής του, έχει αναλάβει να κάνει µετρήσεις της µέσης ταχύτητας (ως προς 

τον χρόνο), σε ένα αριθµό χειµάρρων του νοµού Ξάνθης µε τη βοήθεια ειδικού 

οργάνου.  

 

Ρώτησε τρεις συµφοιτητές του οι οποίοι παίρνοντας υπόψη τους ότι η ροή σε όλες τις 

περιπτώσεις είναι τυρβώδης, ότι µπορεί να θεωρηθεί µακροσκοπικά µόνιµη και ότι ο 

αριθµός των σηµείων που θα πρέπει να γίνουν οι µετρήσεις σε κάθε χείµαρρο είναι 

µεγάλος, κατέθεσαν τις παρακάτω απόψεις: 

 

 

1. Όταν η ροή είναι τυρβώδης και οι οριακές συνθήκες ανεξάρτητες του χρόνου, τα 

χαρακτηριστικά της ροής είναι ανεξάρτητα του χρόνου. Κατά συνέπεια η 

διάρκεια της µέτρησης δεν έχει καµία σηµασία 

2. Ο χρόνος που θα πρέπει να γίνει η µέτρηση σε κάθε σηµείο πρέπει να είναι 

αρκετά µεγάλος, ώστε η µέση τιµή της ταχύτητας να είναι ανεξάρτητη από τον 

χρόνο µέτρησης. Κατά συνέπεια περισσότερες δοκιµές είναι απαραίτητες για να 

βρεθεί µία µέση τιµή µετρηµένη µε τέτοιο τρόπο ώστε να πληρούνται οι 

παραπάνω συνθήκες.  

3. Με την σηµερινή αλµατώδη εξέλιξη της τεχνολογίας, ο χρόνος που θα γίνει η 

µέτρηση δεν έχει σηµασία, αν είναι διαθέσιµος ο κατάλληλος εξοπλισµός. Πολλά 

επιστηµονικά όργανα µπορούν να εκτιµήσουν την µέση ταχύτητα µε ελάχιστα 

δεδοµένα, αφού έχουν ενσωµατωµένο λογισµικό για την επίλυση της εξίσωσης 

Navier-Stokes (εκφρασµένη σε στιγµιαία µεγέθη) όπως επίσης τα κατάλληλα 

πακέτα λογισµικού στατιστικής. Αυτό λοιπόν που πρέπει να ελεγχθεί είναι αν το 

όργανο µέτρησης διαθέτει τα κατάλληλο λογισµικό. 

 

Είναι κάποια από τις απόψεις σωστές; Αν ναι ποια; Αιτιολογείστε την απάντηση σας, 

ενδεχοµένως µε την βοήθεια σκαριφήµατος 

 

Αναφέρετε και αναλύστε σύντοµα τα κατά την γνώµη σας τα πιο σηµαντικά λάθη τα 

οποία περιέχονται στις παραπάνω προτάσεις. 

 

 



5. ΘΕΩΡΙΑ ΟΡΙΑΚΗΣ ΣΤΙΒΑ∆ΑΣ 

 

5.1 ΘΕΩΡΙΑ ∆ΙΣ∆ΙΑΣΤΑΤΗΣ ΟΡΙΑΚΗΣ ΣΤΙΒΑ∆ΑΣ 

ΓΥΡΩ ΑΠΟ ΕΠΙΠΕ∆Η ΠΛΑΚΑ 

 
 

Θεωρώ ροή γύρω από επίπεδη πλάκα . Η ροή είναι ασυµπίεστη και η πίεση σταθερή. 

Πάνω από την πλάκας σχηµατίζεται οριακή στιβάδα πάχους ∆. Στο εσωτερικό 

οριακής στιβάδας της η ροή είναι δισδιάστατη και ισχύει:  

yx uu >> και 
yx ∂

∂
<<

∂
∂

 

Η εξίσωση Navier-Stokes γύρω από δισδιάστατη επίπεδη πλάκα γράφεται: 
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ενω έξω από την οριακή στιβάδα το πεδίο ταχύτητας είναι σταθερό µε µία µόνο 

συνιστώσα: constUux == ∞  

 

Η εξίσωση της συνέχειας γράφεται: 
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Προσθέτοντας την εξίσωση (2) στην δεξιά µεριά της (1): 
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Ολοκληρώνοντας την (3) σε όλο το πάχος της οριακής στιβάδας δηλαδή από 0 έως ∆:  
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Παίρνω υπόψη µου ότι πάνω στη πλάκα (y=0) ισχύει η συνθήκη της µη ολίσθησης, 

και ότι για ∆≥y , ∞= Uux  
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Το δεξιό µέρος της (4) δηλώνει την κλίση της συνιστώσας xu  απάνω στην επιφάνεια 

της πλάκας. 

 

Για να υπολογίσω το πάχος της οριακής στιβάδας κάνω χρήση της αρχής της 

οµοιότητας υποθέτω  ότι 
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Εισάγουµε δηλαδή µία νέα µεταβλητή 
∆
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Οι οριακές συνθήκες γράφονται: 
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για 0=y , 0=η , 0=xu , 
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α
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για ∆=y , 1=η , ∞= Uux , ( ) 1=ηf       (5β) 

 

επίσης  

 

[ ]








∂

∂
∆

=
∂
∂









∂
∂

=








∂
∂

=








∂
∂ ∞

∞
∞

η
η

η
η )0()(

000

fU

y

f
U

y

fU

y

ux
  (6) 

για την δεξιά  πλευρά της (4) έχω 
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παίρνω υπόψη µου ότι: 
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συνδυάζοντας  τις (5), (6) και (7) 

 

ολοκληρώνοντας την συνάρτηση που προκύπτει και ξέροντας ότι για 0,0 =∆=x  

 

προκύπτει ότι 
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Για να επιλύσω την (8)  πρέπει να υποθέσω ένα προφίλ για την συνάρτηση f 

 

Η πιο απλή υπόθεση είναι ότι: 

 








===
∞ δ

ηη
y

f
U

ux
)(        (9) 

 

η οποία εκπληρεί προφανώς τις οριακές συνθήκες (5). 

 

Χρησιµοποιώ τις σχέσεις:  
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Κατά συνέπεια 

 

∞=∆ Ux /464.3 ν        (10) 

 

Ένα πιο ρεαλιστικό προφίλ ταχυτήτων είναι αυτό που είχε προταθεί από τον Prandtl: 
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όπου ∆= /yη  

 

Προφανώς η 

 εξίσωση (11) ικανοποιεί τις οριακές συνθήκες οι οποίες δίνονται από την (5). Μία 

αιτιολόγηση για την επιλογή αναπτύσσεται στη Ρευστοµηχανική του Κωτσοβίνου, 

εκδόσεις ∆.Π.Θ. 

 

( ) 2

2

3

2

3
ηη −=′f  

 

Μπορώ να υπολογίσω ότι:  
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Παίρνοντας υπόψη µου την (8) προκύπτει ότι: 

 



∞=∆ Ux /64.4 ν  

 

Το ακριβές πάχος της οριακής στιβάδας υπολογίζεται µε τη µέθοδο του Blasius  



5.2 ΠΡΟΣ∆ΙΟΡΙΣΜΟΣ ΣΗΜΕΙΟΥ ΑΠΟΚΟΛΛΗΣΗΣ 

ΟΡΙΑΚΗΣ ΣΤΙΒΑ∆ΑΣ 

 

Θεωρούµε ροή αέρα γύρω επίπεδη πλάκα µήκους δύο µέτρων. Η ροή είναι 

παράλληλη στην πλάκα και µακριά από αυτήν είναι οµοιόµορφη. Θεωρούµε ότι το 

κινηµατικό ιξώδες του αέρα είναι ίσο µε ./, sm
5

1051
−⋅=ν   

 

Θεωρούµε επίσης ότι για τις συγκεκριµένες συνθήκες έχουµε η µετάπτωση από 

στρωτή ροή σε τυρβώδη λαµβάνει χώρα αν ( ) 5
105 ⋅>xRe , όπου ο αριθµός ( )xRe  

ορίζεται από την σχέση: 

( )
ν

xU
Re x

∞=           (1) 

στην εξίσωση (1) σαν ∞U  ορίζεται η συνιστώσα της ταχύτητας στην περιοχή 

οµοιόµορφης ροής και x η απόσταση από την αρχή της πλάκας. 

 

Απαντήστε στις εξής ερωτήσεις 

 

α) Λαµβάνει χώρα µετάπτωση της ροής από στρωτή σε τυρβώδη; 

β) Ποιο είναι το µέγιστο πάχος της στρωτής στιβάδας στην περιοχή της πλάκας;  

 

για τις εξής δύο περιπτώσεις: 

 

Ι) m/sU 1=∞  

ΙΙ) m/sU 100=∞  



5.3 ΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ ΟΡΙΑΚΗΣ ΣΤΙΒΑ∆ΑΣ ΣΤΗΝ 

ΕΙΣΟ∆Ο ΑΓΩΓΟΥ 

 

Στην περιοχή στην οποία το ρευστό εισέρχεται σε έναν αγωγό η εγκάρσια κατανοµή 

του πεδίου των ταχυτήτων (κάθετα στον άξονα συµµετρίας), είναι περίπου 

οµοιόµορφη. Λόγω της επίδρασης της συνθήκης της µη ολίσθησης και των  τάσεων 

ιξώδους, παρατηρείται µία επιβράδυνση του πεδίου των ταχυτήτων κοντά στα 

τοιχώµατα του αγωγού. Το φαινόµενο αυτό έχει σαν συνέπεια να παρατηρείται ακόµα 

και σε αγωγό σταθερής διαµέτρου αλλαγή στο προφίλ των ταχυτήτων από τα ανάντη 

προς τα κατάντη σε µία απόσταση el  από την είσοδο του αγωγού (η απόσταση αυτή 

ονοµάζεται και περιοχή εισόδου -entrance region). Η παραδοχή της σταθερής κλίσης 

της πίεσης, ισχύει κατάντη της περιοχής αυτής. 

 

Χαρακτηριστικές τιµές για την απόσταση αυτή σε αδιάστατη µορφή δίνονται από τις 

παρακάτω σχέσεις: 

 

Re.060=
D

le
 για την περίπτωση στρωτής ροής 

61
44

/(Re).=
D

le
 για την περίπ6τωση τυρβώδους ροής 

 

όπου D η εσωτερική διάµετρος του αγωγού. 

 

Παράδειγµα εφαρµογής 

 

Εξετάζουµε τις συνθήκες ροής σε αγωγό κυλινδρικής διατοµής εσωτερικής διαµέτρου 

20 cm και µήκους 50 µέτρων, µέσα στον οποίο διέρχεται παροχή Q=1 l/h. Το 

κινηµατικό ιξώδες του νερού µπορεί να θεωρηθεί ίσο µε sm
2

/
6

10
−

=ν  

 

Α) Υπολογείστε το µήκος της περιοχής εισόδου για την περίπτωση αυτή 

Β) Είναι επιτρεπτό για προσεγγίσεις µηχανικού να εκτιµήσουµε την κλίση της πίεσης 

σταθερή για όλο το µήκος του αγωγού; 



 

5.4 ΠΡΟΣ∆ΙΟΡΙΣΜΟΣ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΗ Υ∆ΡΑΥΛΙΚΩΝ 

ΑΠΩΛΕΙΩΝ ΣΕ ΑΓΩΓΟ ΥΠΟ ΠΙΕΣΗ 

 

Προσδιορίστε τον συντελεστή γραµµικών απωλειών σε αγωγό κυκλικής διατοµής, 

εσωτερικής διαµέτρου D=0,2m και τραχύτητας k=0,2mm, για ροή η οποία 

χαρακτηρίζεται από αριθµό Reynolds Re=80000. Προτείνεται να χρησιµοποιήσετε 

τον παρακάτω τύπο του Colebook-White:  
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ΛΥΣΗ 

 

Επιλέγω μία επαναληπτική προσέγγιση με πρώτη εκτίμηση του f, 02.0
0
=f  

 

Προκύπτει: 
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02286.0
6142.6
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



=⇒ f  

Επειδή το σφάλµα υπερβαίνει το 10% συνεχίζω τις επαναλήψεις. 
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02268.0
63965.6

1
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Ενώ στην τρίτη επανάληψη προκύπτει ότι: 

02269.0
3
=f  

Στην πράξη οι παραπάνω υπολογισµοί διενεργούνται αριθµητικά, π.χ. 

ενσωµατώνονται σε πρόγραµµα υδραυλικών υπολογισµών γραµµένο σε γλώσσα 

προγραµµατισµού Fortran ή σε άλλη κατάλληλη γλώσσα προγραµµατισµού. 
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